CONSECINTE ALE INEGALITATII LUI HOLDER

de Laurentiu Panaitopol

Aceastd notd este inspirata de un consistent articol ([1]) publicat recent
de Titu Andreescu gi Mircea Lascu in aceastd revista.

Autorii demonstreaza ci pentru a; > 0si o; > 0,7 € 1, n, avem:
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Ca aplicatii imediate ale acestei inegalitdti sunt rezolvate nu mai putin
de opt probleme aparute in Gazeta Matematica.

Una dintre aceste probleme a fost propusid in 1995 participantilor la
O.I.M. si are urmétorul enunt:



Fie a, b, c numere reale pozitive, astfel incat abc = 1. Sd se arate cd:
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Pentru rezolvare se noteazd a = ot b= ;, g = Z si rezultd imediat

z,y9,z > 0 st zyz = 1. Inegalitatea de demonstrat devine:
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iar demonstratia sa rezultd din iegalitatea (1) si inegalitatea z +y + 2z >

2> 3 ¥xyz = 3. Observand c3 inegalitatea (1) se poate obtine folosind inegali-



tatea Cauchy-Buniakovsks, vom generaliza (1) in aga fel incat noua inegalitate
s# rezulte din urmatoarea inegalitate a lui Holder:
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Pentru p > 1 g1 g > 0, astfel incat = + E = 1 s pentru x;,y; > 0,
i € 1,n, avern:
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Vom ariata urmaterul rezultat:
Lema l. Dacap>1sia; 20, b; >0 pentru i € 1,n, atunce:
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Demonstratie. Pentru p = 1 inegalitatea se verificd. Pentru p > 1,
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alegem ¢ astfel Incat » + e = 1. In {(4) inlocuim z; = EI'}'I"E gi ¥ = bi /a g
avem: :



Ridicand la puterea p si tindnd seama ca £ = p — 1, obtinem enuntul.

Se observd usor ¢& pentru p = 2 se obtine inegalitatea (1).
Cu acest rezultat obtinem pentru (2) rezultatul mai general:
Dacd a,b,c >0, abc =1 gi a > 0, atunci:
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Solufie. Notdnd z = Y= T.2= obtinem zyz = 1.

Tinand searna de aceasta, inegalitatea de demonstrat devine:
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Folosind (5) pentrun =3 i p= o + 1 avem:
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Pentru o = 1 obtinem inegalitatea (2}.

Propunem cititorilor ca, folosind inegalitatea {5) in locul inegalititii
(1), sd obtind generalizdri pentru inegalititile demonstrate in [1]

Observatie. Pentru p < 1, p # 08l 25,1 > 0, ¢ € 1,7, in (4) se
schimbi sensul inepalitatii si de aici se obtine:

Lema 2. Dacd 0<p<1gia; >0, b;>0pentruic1,n, atunce



Pentru p < 0 se obtine inegalitatea (5).
Desigur, gi din aceastd inegalitate se pot ob{ine cazuri particulare in-
teresante,

Bibliografie

{1] T.Andreescu, M.Lascu, Asuprd unei inegalitdti, Ga,zseta. Matematica,
CVI, nr. 9-10 (2001), p. 321-326.

Prof.univ.dr.
Facultatea de Matematica,
Universitatea Bucuregti



