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Solutii si barem de corectare - clasa a XI-a

1. Rezolvati ecuatia log,(logy (1 4 cos 4x)) + 2sin z sin 5z = 22" °°"

Solutie. Membrul stang este cel mult log,(log, 2) + 2 = 2, iar membrul drept este cel putin 22 =2 ... 4p
Egalitatea se obtine pentru cosdz = 1, sinzsinbx =181 cos6x = —1. ... i 1p
Cum 2sin x sin bz = cos4x — cos 6z, solutiile ecuatiei sunt solutiile comune ale ecuatiilor cos4x = 1, cosbr = —1,
adicéx:w,nez ........................................................................................ 2p
2. Sirul (ap)n>1 este dat de a1 =1, aa = 2, a3 = 3 §i apq3 = %"“” pentru n > 1. Aratati ca toti termenii

n

girului sunt numere intregi.
Solutie. Avem a,Gp43 — Gn20n+1 = 7 = Qny10ntd — Opt3Gni2, deci ants(an + any2) = ant1(anio + anta) .. 2p

Rezultd “”;: ‘j:“ = “"*:ntag"“, deci sirul (%)nZl este periodic de perioad® 2 ...... ..., 3p

Cum ‘“TJ;‘”?' =24 % = 5, obtinem a,, 2 = 2a,+1 — a, pentru n impar si a,4+2 = ba,4+1 — a, pentru n par, de
Unde CONCIUZIA . . ..ottt e e e e e e e e 2p

3. Demonstrati ca functia f : [-2,2] = R, f(z) = \/2 +V2+V2+x+ \/3\/2 — V24 2+ x este strict mono-
tona.

Solutie. Cu substitutia = 2cost,t € [0, 7] si folosind relatiile 1 + cos2a = 2cos?a, 1 — cos2a = 2sin? a obtinem
f(x)=2cos £ + 2\/§Sin§ =dsin(f{+F) =4sin(Farccos £ + F) ... 4p

Deoarece functia arccos este strict descrescatoare, 0 < %arccos% + % < g gi functia sin este strict crescatoare pe
[0, 5], deducem ca f este strict descrescatoare .............. ... ... 3p

Observatie. Putem folosi si substitutia v/2 + v/2 + = = y, combinata cu observatia ci f2(z) = 8 — 2y +2v/3/4 — 2

§i cu argumente asemanatoare cu cele de mai sus.

4. Determinati functiile injective f : N — N care au proprietatea 2f(f(n)) < n+ f(n), oricare ar fi n € N.
Solutie. Presupunem ca existd n astfel incat f(n) < n. Atunci f(f(n)) < n si, folosind ipoteza, obtinem inductiv

fHE(n) <myunde f¥l = fo fo. . of dek ori «ooooiiii 2p
Rezulti ca multimea {f*(n) | & € N*} este finitd, deci existd p > ¢ asa incat fPl(n) = fld(n). Cum f este
injectivil, rezulta fP~4(n) = n — contradictie — deci presupunerea facutd este falsi.......................oooi... 3p

Deducem f(f(n)) > f(n) > n, iar ipoteza duce la f(n) =n,Vn € N ... o i 2p



