Concursul national de matematica
“LAURENTIU PANAITOPOL”
Editia a VIII-a, Bucuresti, 14.11.2015
Clasaa Vlll-a
Solutii si bareme

Problema 1

Se considera ae€ R si ecuatia (*) 4x* +a? = 4x%a+1 cu necunoscuta xe R .
Determinati valorile lui a pentru care ecuatia (*) are solutie unica.

*k*
Raspuns: a=1
2
Ecuatia este echivalenta cu (ZX2 — a) =1, echivalenta cu ‘ZX2 — a‘ =1
Obtinem 2x? =a+1 sau 2x°>=a-1 2p
Daca a< -1, atunci cele doua ecuatii de mai sus nu au solutii, deci ecuatia (*) nu 9
are solutii. P
Daca a>-1, ecuatia 2x% =a+1 are doud solutii, deci ecuatia (*) are cel putin 3 2p
solutii.
Pentru a=-1 , ecuatia (*) are solutia unica x=0 . 1p
Problema 2
Se considera numerele reale pozitive X, Y si .
. . 1 1 1
Demonstrati cd, daca Xx+y+z =1, atunci (1+—)-(1+—j~[1+—j >64.
X y z
**k*
1
Avem 1+— 1 M . P
X X
Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica, obfinem in
2(2yx\[yz ) vy
. 2X+(y+2z)_ 2x+2 Z ( 44/X\yz
continuare (y ) y = y .
X X X
+ X+ z 4 Ixz 22 + X+ Z4X
De asemenea y Y) \/_y . 4p
y z z
Inmultind membru cu membru cele trei inegalitati, obtinem concluzia. 5
p

Problema 3
4. Se considera doua numere naturale nenule a si b care verifica egalitatea

a’? —4b? =b(8a+1) .
a) Aratati ca b este patrat perfect;

b) Dati exemplu de o pereche de naturale nenule (a, b) care verifica egalitatea din enunt.
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a) Relatia este echivalentd cu a2 = b(4b+8a+1) 1p
Daca p este un divizor prim al lui b, atunci p|a , deci p nu divide pe 4b+8a+1.

Deducem ca numerele b si 4b+8a+1 sunt prime intre ele. 2p
Inseamna cd numerele b si 4b+8a+1 sunt patrate perfecte. 1p

b) Daca b=1, egalitatea devine a? =8a+5 . Cum numerele de forma 8a+5 nu sunt
patrate perfecte , ecuatia obtinutd nu are solutie.

Daca b=4 , egalitatea devine a =32a+68 , echivalenti cu (a—16)2 =324 .
Obtinem |a—16/=18 , de unde obtinem a=34 . Deci (a,b)=(34,4) 3p

Problema 4
Se considerd un semicerc @ de diametru [ AB] si un cerc y tangent segmentului [ AB] in

punctul C si tangent semicercului @ in punctul T. Fie M € @, N €[CB] astfel incat

MN L AB si dreapta MN este tangenta cercului y . Aratati ca semidreapta (MC este

bisectoarea unghiului AMN .

**k*

Fie Hsi T punctele in care
dreptele TB si TA intersecteaza

y. Cum m(ATB) ~90" , rezultd

ca [HE] este diametru in y . 1p
Cum centrul cercului y, centrul
semicercului si T sunt coliniare,
rezulta ca [HE] este paralela cu

: AB, deci HE 1. MN , adica H
este punctul de tangenta a dreptei MN cu cercul y . 1p

Din puterea punctului B in raport cu cercul y , avem BC?=BH -BT (1) 1p
Pe de alta parte, m(MTB) = m(MAB) = m(HMB)(3) , deci triunghiurile BHM si

2p
BMT sunt asemenea. Prin urmare, BH - BT = BM? 2
Din (1) si (2) rezulta ca triunghiul BMC este isoscel cu BM =BC . Deducem ca
BMC =BCM . Dar m(AMC) - m(NCM )—m(CAM) iar
m(CMN ) - m(CMB) - m( NMB) . Din ultimele dou relatii, tindnd seama de (3),

2p

rezulta concluzia.




